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ABSTRAKT
Předkládaná diplomová práce se zabývá predikcí tvaru čela šířící se únavové 
trhliny. Cílem této práce je vytvoření iteračního procesu, který bude schopen tvar reálné 
trhliny předpovědět. K řešení práce je využita metoda konečných prvků. Práce je 
rozdělena do dvou logických celků. První část práce tvoří rešeršní popis základů 
lineárně elastické lomové mechaniky (LELM), metod určování faktoru intenzity napětí 
a exponentu singularity napětí. První část dále popisuje některé jevy provázející 
mechanismus šíření únavové trhliny jako např. zakřivení čela trhliny a zavírání čela 
trhliny. V druhé části práce je studován vliv volného povrchu tělesa na lomové 
parametry, zejména je stanovena vzdálenost od volného povrchu, do které je těleso 
volným povrchem ovlivněno. Dále je představen iterační postup odhadu reálného tvaru 
čela únavové trhliny, který je založen na předpokladu konstantní hodnoty faktoru 
intenzity napětí a exponentu singularity napětí podél čela trhliny. V závěru práce je 
diskutována přesnost výsledků, porovnáním získaných tvarů čel trhliny 
s experimentálními daty.
KLÍČOVÁ SLOVA
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exponent singularity napětí, metoda konečných prvků, tvar čela trhliny
ABSTRACT
The presented master’s thesis deals with fatigue crack front shape estimation. 
The aim of this thesis is to create an iterative process leading to the real fatigue crack 
front shape. Thesis is solved using finite element method. The work is divided into two 
logical parts. The first part of the thesis describes the basic concepts of linear elastic 
fracture mechanic (LEFM), methods used for estimation of stress intensity factor and 
stress singularity exponent. The first part further describes some phenomenon’s 
accompanying the mechanism of fatigue crack growth as for example crack tip curving 
and crack closure. In the second part of the thesis there is studied an affect of the free 
surface on the fracture parameters, especially the affected distance from the free surface 
is determined. Based on the assumption of a constant stress intensity factor and stress 
singularity exponent along the crack front, an iterative process leading to fatigue crack 
front shape is presented. The accuracy of the result is discussed by comparing of
obtained crack front shapes with experimental data at the end of the thesis.
KEYWORDS
fracture mechanic, boundary layer method, crack, stress intensity factor, stress 
singularity exponent, finite element method, crack front shape
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1. Úvod
Mnoho inženýrských zařízení obsahuje komponenty, které jsou cyklicky 
namáhané. Tyto komponenty často obsahují tzv. koncentrátory napětí. Mohou to být 
např. osazení, zápichy, drážky pro pero nebo různé vady v materiálu. Je možné, že 
během provozu dojde právě v těchto místech ke vzniku trhliny. Jako příklad může 
sloužit obrázek 1. Zde je zachycena lomová plocha pístnice parního bucharu vyrobená 
z legované oceli. Je zde patrné, že trhlina se iniciovala z defektu uvnitř materiálu. Poté 
došlo k rovnoměrnému únavovému šíření a ke křehkému dolomení. 
Obr. 1. Lomová plocha pístnice parního bucharu vzniklá únavovým lomem [1]
Tento příklad jasně demonstruje, jak je vznik trhlin a defektů v materiálu 
závažným problémem. Na součásti totiž nebyl až do chvíle křehkého lomu žádný defekt 
pozorovatelný. Přímo fatální následky mohou mít tyto vady např. v dopravě osob. Za 
vše hovoří havárie draku letadla DH 106 Comet, viz obr. 2. Nebo havárie rychlovlaku 
ICE, viz obr. 3. Obě havárie byly spojeny s velkou ztrátou lidských životů. I tyto 
katastrofy daly podnět ke zkoumání těles s trhlinami a k rozvoji lomové mechaniky.
Jako jeden z prvních se lomovou mechanikou zabýval Inglish. Ten se ve své 
práci publikované v roce 1913 zabýval napěťovým polem v okolí eliptického otvoru 
v nekonečné, lineárně elastické desce [4]. Letecký konstruktér Griffith navázal na práci 
Inglishe v roce 1920 [5]. Griffith se zabýval popisem stability trhliny v křehkých 
Obr. 2. Havárie letadla DH 106 Comet [2] Obr. 3. Havárie rychlovlaku ICE [3]
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materiálech z energetického hlediska. Dále k lomové mechanice přispěl svou prací 
Westergaard. Ten se zabýval popisem pole napětí a pole posuvů v okolí vrcholu trhliny 
[6]. Na jeho práci navázal Irwin metodikou popisu pole napětí a pole posuvů pomocí 
jednoho parametru – faktoru intenzity napětí [7]. Významným posunem v lomové 
mechanice bylo popsání pole napětí v okolí čela trhliny pomocí nekonečného rozvoje, 
který odvodil Williams [8]. Tento přístup se dodnes hodně používá.
Jak z výše uvedeného vyplývá, lomová mechanika se zabývá popisem těles 
s trhlinami. Pole napětí v okolí kořene trhliny lze potom popsat pomocí lomových 
parametrů. Možností jak tyto lomové parametry určit je několik. Nepřímo pomocí 
experimentů, analyticky nebo numericky. 
Trojrozměrné problémy lomové mechaniky se často zjednodušují a nahrazují 
dvojrozměrnými modely. Při tomto zjednodušení se v celém tělese uvažuje stav rovinné 
napjatosti (RN) nebo rovinné deformace (RD). Napjatost v reálném tělese má však 
obecný trojrozměrný charakter a v některých případech ji není možné zjednodušit. 
Jedním z těchto případů je oblast, kde únavová trhlina vybíhá na volný povrch. 
Z experimentálních výsledků plyne, že únavová trhlina je v blízkosti volného povrchu 
zakřivená. Toto zakřivení je závislé na materiálu vzorku (tělesa). Tato úloha není 
dostatečně vyřešena, a proto si tato práce klade za cíl ukázat možnosti některých metod, 
které jsou schopny, alespoň částečně tento fenomén vysvětlit.
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2. Seznámení se základními pojmy LELM
Lineárně elastická lomová mechanika se zabývá zkoumáním těles, které 
obsahují trhlinu, popřípadě defekt typu trhlina. Trhlina způsobuje silnou koncentraci 
napětí. LELM slouží k popisu rozložení pole napětí a pole posuvů v okolí vrcholu 
trhliny, které má singulární charakter. Použitelnost LELM je omezena pouze pro 
zatížení, kde je plastická zóna na čele trhliny malá (small scale yielding conditions) a 
kde lze redistribuci napětí způsobenou touto plastickou zónou zanedbat. 
2.1 Podmínky platnosti LELM
Trhlina je singulární koncentrátor napětí, protože její vrchol je považován za 
ostrý. Singulární průběh napětí je naznačen na obr. 4. 
Obr. 4. Charakter napětí v okolí vrcholu trhliny v lineárně elastickém materiálu
Nicméně vrchol skutečné trhliny není atomárně ostrý a zároveň v něm většinou 
dochází k malé plastické deformaci, která zapříčiní přerozdělení napětí. Velikost 
plastické zóny ve vrcholu trhliny lze odhadnout pomocí tohoto jednoduchého vztahu:
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kde parametr  nabývá hodnoty 1 pro rovinnou napjatost a hodnoty 1/3 pro rovinnou 
deformaci, KI je faktor intenzity napětí a K je mez kluzu daného materiálu. Jak již bylo 
uvedeno v předchozí kapitole, pokud je poloměr plastické zóny významně menší než 
délka trhliny a jiné rozměry tělesa můžeme se použít koncepce LELM. V opačném 
případě musíme plastickou deformaci vzít do úvahy a použít EPLM. 
2.2 Faktor intenzity napětí
Při popisu tělesa s trhlinou se často využívá Williamsova přístupu [8]. Který 
využívá pro popis pole napětí v okolí vrcholu trhliny nekonečné mocninné řady. 
Jednotlivé složky tenzoru napětí se obvykle vyjadřují v kartézském nebo polárním 
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souřadnicovém systému. Počátek těchto systémů je vždy umístěn ve vrcholu trhliny, viz 
obr. 5.
Obr. 5. a) Kartézský souřadnicový systém; b) polární souřadnicový systém
Použijeme-li obecného zápisu v polárních souřadnicích, potom pole napětí v okolí 
vrcholu trhliny bude mít následující tvar [8]:  
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kde ij je tenzor napětí; r,  – jsou polární souřadnice, A1 je konstanta úměrná faktoru 
intenzity napětí, a fij, gij jsou bezrozměrné tvarové funkce úhlu . Blíží-li se r k nule, 
potom se první člen stane dominantní. Vyšší členy rozvoje potom můžeme zanedbat pro 
okolí blízké čelu trhliny. Konstanta prvního členu nekonečné řady A odpovídá faktoru 
intenzity napětí K [7]:
,2AK  (3)
Při zatížení tělesa s trhlinou lze rozlišit tři základní typy namáhání trhliny. Tyto 
typy se nejčastěji označují jako tzv. zátěžné módy [9] a jejich podstata je uvedena na 
obrázku 6.
 Mód I je označován jako rozevírací, dochází k rozevírání trhliny. Napětí působí 
kolmo na rovinu trhliny.
 Mód II způsobuje smyková napětí, která jsou rovnoběžná s rovinou trhliny a 
kolmá na její čelo. 
 Mód III vyvolává smyková napětí rovnoběžná jak s rovinou trhliny, tak s čelem 
trhliny. 
Hodnoty faktoru intenzity napětí pro dané zátěžné módy zatížení značíme KI, KII, KIII .
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Při uvažování koncepce jednoparametrové lomové mechaniky můžeme psát 
složky tenzoru napětí v okolí vrcholu trhliny následovně:
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Pro obecně zatížené těleso s trhlinou využíváme principu superpozice a celkové napětí 
působící na těleso určíme následujícím vztahem [10]:
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Faktor intenzity napětí vyjadřuje rozložení pole deformace a posuvů v okolí 
vrcholu trhliny. Faktor intenzity napětí je doposud jedním z nejpoužívanějších 
lomových parametrů. 
2.2.1 Metody určování faktoru intenzity napětí
Lomové parametry je možné určovat analyticky, nepřímo pomocí experimentů 
nebo numericky. Pro analytické řešení je nutné, aby geometrie tělesa s trhlinou byla 
velice jednoduchá, jinak je řešení velmi složité v některých případech prakticky 
nemožné. Pro experimenty sloužící k měření lomových charakteristik používáme 
normalizované zkušební vzorky. Příklady normalizovaných zkušebních vzorků jsou 
uvedeny na obr. 7:
Obr. 6. Tři zátěžné módy
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Obr. 7. Příklady geometrií zkušebních vzorků [10]
S rozvojem výpočetní techniky bylo možné stanovit lomové parametry 
numericky pro složité případy, kde analytické řešení nelze najít. Z velké části se v této 
oblasti používá metoda konečných prvků (MKP). V současnosti existuje velké množství 
komerčních MKP programů, např. ABAQUS, ANSYS, které již v sobě mají numerické 
metody pro odhad lomových parametrů zahrnuty. Jako příklad slouží metoda určení 
faktoru intenzity napětí pomocí speciálních trhlinových prvků s posunutými uzlovými 
body, metoda určení J-integrálu atd. 
2.2.2 Určení faktoru intenzity napětí pomocí metody posunutých uzlových bodů
Metoda určení faktoru intenzity napětí pomocí speciálních trhlinových prvků 
s posunutými uzlovými body je poměrně často zahrnutá v MKP softwarech. Metoda je 
založena na vytvoření speciálních prvků v okolí čela trhliny. Středové uzly těchto prvků 
jsou posunuty do ¼ délky prvku směrem k vrcholu trhliny. Tímto modelujeme v okolí 
trhliny singularitu r-1/2.
Obr. 8. Ukázka speciálních trhlinových prvků
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Faktor intenzity napětí se pak určuje pomocí posuvů uzlových bodů ui, vi na 
lících trhliny z následujících vztahů [11]:
,
2
vv
)vv(4
2
)1)(1(3
53
42 




 



L
E
K I


(6)
,
2
uu
)u4(u
2
)1)(1(3
53
42 




 



L
E
K II


(7)
kde  je Poissonovo číslo a parametr je definován následovně:

43  pro rovinnou napjatost
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Ve výpočetním systému ANSYS se posunutí uzlových bodů realizuje pomocí 
příkazu KSCON, příkazem KCALC [11] je pak možné určit faktor intenzity napětí pro 
jednotlivé módy namáhání tělesa s trhlinou což je velká výhoda. Nevýhodou této 
metody je fakt, že při výpočtu musíme definovat stav napjatosti, což je při 
trojdimenzionálních úlohách problematické. 
2.2.3 Určování faktoru intenzity napětí pomocí přímé metody
Přímá metoda určení faktoru intenzity napětí je v dnešní době hojně používána 
[10]. Její výhoda spočívá v tom, že během výpočtu není potřeba definovat charakter 
napjatosti. Proto patří mezi časté metody používané v trojdimenzionálním prostoru. 
Metoda vychází z jednoparametrového popisu pole napětí v blízkém okolí vrcholu 
trhliny v polárních souřadnicích:
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Při použití souřadných systémů podle obr. 5, lze označit jako otevírací napětí 
složku yy resp. (pro  = 0). Pokud uvažujeme I. mód namáhání tělesa s trhlinou, 
můžeme použít následující vztah:
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po matematické úpravě dostaneme vztah, pomocí něhož můžeme určit faktor intenzity 
napětí pro první, otevírací mód namáhání v následujícím tvaru:
,2)()(* rrrK I  (11)
Postup určení faktoru intenzity napětí je potom následovný. Do grafu na svislou 
osu vyneseme hodnoty K*I na vodorovnou osu vzdálenost r od vrcholu trhliny. 
Získanou závislost proložíme přímkou. Několik prvních hodnot vynecháme, viz obr. 9, 
protože tyto hodnoty jsou ztíženy numerickou chybou. Hledaný faktor intenzity napětí 
je potom hodnota, ve které proložená přímka protne svislou osu.
Výše popsaná metoda je založena na extrapolaci otevíracího napětí v závislosti 
na vzdálenosti od vrcholu trhliny. Na stejném principu je možné určit faktor intenzity 
napětí také z jiných napětí nebo také posuvů. Přehled dalších možných přímých metod 
pro I. mód namáhání je uveden v tabulce 1.
Obr. 9. Ukázka odhadu K-faktoru pomocí přímé metody
Tabulka 1. Přehled možných přímých metod pro I. mód namáhání [12]
  Mód I
ux  xI u
r
K


 2
1
2
*


uy  yI u
r
K


 2
1
2
*


xx  xxI rK 2* 
yy  yyI rK 2* 
kde , je modul pružnosti ve smyku,  je určena dle rovnice (8).
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Mezi velké výhody této metody patří, jak již bylo zmíněno fakt, že není potřeba 
definovat stav napjatosti. Proto je tato metoda hojně používána, i když není většinou 
implementována do komerčních programů. Zároveň je při MKP výpočtu třeba brát 
ohled na to, že tato metoda vyžaduje velice jemnou MKP síť [13]. Je proto nutné vždy 
provést citlivostní analýzu hustoty sítě. Velikou roli na přesnost metody hraje 
vzdálenost od vrcholu trhliny, ve které je faktor intenzity napětí určován. Toto místo by 
mělo ležet co nejblíže vrcholu trhliny s ohledem na plastickou zónu, protože v blízkosti 
vrcholu trhliny je pole napětí a posuvů dáno zejména faktorem intenzity napětí. 
2.3 Exponent singularity napětí
Pokud se trhlina šíří v homogenním materiálu je v blízkosti vrcholu trhliny 
singularita rovna r-1/2. Tento stav je ovšem jenom jedním konkrétním případem 
obecných singulárních koncentrátorů napětí. Mezi takovéto obecné případy patří 
například ostrý V-vrub, trhlina s vrcholem na bi-materiálovém rozhraní dvou 
elastických materiálů, spoj více materiálů, rohová singularita aj. V těchto případech má 
potom singularita v blízkosti vrcholu trhliny tvar r-p.
Obr. 10 Ukázka typu trhlin ve dvou materiálech. 
V obr. 10 je první trhlina pouze v jednom materiálu exponent singularity napětí 
je proto roven p = 1/2. Druhá trhlina má čelo na rozhraní dvou materiálů exponent 
singularity napětí je tedy tvaru p ≠ 1/2. Třetí trhlina prochází dvěma materiály, ale čelo 
trhliny je pouze v jednom materiálu. Exponent singularity napětí je proto roven p = 1/2.
2.3.1 Zobecněný součinitel intenzity napětí
Z předchozího odstavce je patrné, že pro určení např. pole rozložení napětí nelze 
použít klasický faktor intenzity napětí. Ten totiž uvažuje pouze konkrétní singularitu 
typu r-1/2. Pro obecné případy, byl zaveden tzv. zobecněný faktor intenzity napětí H. Ten 
můžeme vyjádřit např. pro rozložení pole napětí v okolí vrcholu V-vrubu rovnicí: 
),,,(
2
1 

 pfr
H
ij
p
ij
 (12)
kde HI je zobecněný faktor intenzity napětí pro první mód namáhání, p je exponent 
singularity napětí, r je vzdálenost od vrcholu V-vrubu,  je úhel otevření V-vrubu, 
fij(,p,) je známá funkce. Hodnoty exponentu singularity napětí pro V-vrub s různým 
úhlem otevření můžeme najít v literatuře [14], [15]. Podotkněme, že trhlina je ve své 
podstatě V-vrub s nulovým úhlem otevření.
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2.3.2 Určování exponentu singularity napětí
Exponent singularity napětí je možné určit analyticky nebo numericky. Pokud 
známe rozložení pole posuvů v okolí vrcholu trhliny, je numerické určení exponentu 
singularity následovné. Do grafu vyneseme na svislou osu v logaritmickém měřítku 
hodnoty posuvů líců trhliny, ve směru kolmém na líce uy. Na vodorovnou osu vyneseme 
také v logaritmickém měřítku vzdálenost od vrcholu trhliny r. Získanou závislost 
proložíme přímkou, přičemž vynecháme několik prvních bodů s ohledem na plastickou 
zónu a určíme směrnici této přímky. Hledaná hodnota exponentu singularity napětí se 
potom určí vztahem (tento vztah platí, jenom pokud je pole napětí definováno dle 
vztahu 12):
Ap 1 (13)
kde, p je exponent singularity napětí a A je směrnice přímky, kterou jsme získali ze 
závislosti uy na r v log-log souřadnicovém systému. Postup určení je znázorněn na 
následujícím obrázku:
Obr. 11 Numerická metoda určení exponentu singularity napětí z pole posuvů [16]
Analogickým postupem lze určit exponent singularity napětí také z pole napětí 
v blízkosti vrcholu trhliny. Podobně jako u numerického určení faktoru intenzity napětí 
přímou metodou je numerické určení exponentu singularity napětí závislé na hustotě 
MKP sítě. Je proto nutné při každém výpočtu provést citlivostní analýzu této sítě. 
2.4 Popis chování únavové trhliny
Pokud je součást cyklicky namáhaná, je možné, že u takovéto součásti dojde 
k meznímu stavu únavového lomu. Únava materiálu je degradační proces, u kterého 
hraje velkou roli časový průběh zatěžování a historie zatěžování. V laboratorních 
podmínkách se často setkáváme se sinusovým průběhem viz. obr. 12. Únavový proces 
můžeme rozdělit na následující etapy:
a) Etapa změn mechanických vlastností:
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Mění se mechanické vlastnosti v celém objemu zatěžovaného materiálu. Mění se 
konfigurace a hustota mřížkových poruch.
b) Etapa nukleace trhliny: 
Dochází k vytvoření trhlin ležících podél skluzových rovin, které jsou 
orientované ve směrech maximálních smykových napětí
c) Etapa růstu trhliny
Dochází ke vzniku magistrální trhliny, která postupně roste a stáčí se kolmo 
k působení zátěže a ostatní malé trhliny se již nešíří.
Obr. 12. Zatěžovací cyklus se sinusovým průběhem
Charakteristiky uvedené v obr. 12 jsou následovné: a je amplituda napětí, m je 
střední napětí, min je minimální napětí, max je maximální napětí,  je rozkmit napětí. 
Další parametr používaný u sinusového průběhu je parametr asymetrie cyklu. Mezi 
nejznámější patří napěťový poměr R = min/max nebo amplitudový poměr P = a/m. 
Jak již bylo popsáno v úvodní kapitole, vznik trhlin je pro inženýrská díla 
velkým problémem. Proto je velká snaha o přesný popis chování únavových trhlin 
pomocí lomové mechaniky. Rychlost šíření trhliny je závislá na mnoha faktorech, např. 
délka trhliny, velikost rozkmitu a amplitudy zatížení, geometrie tělesa, únavových 
vlastnostech materiálu, provozních podmínkách apod. Závislost rychlosti šíření trhliny 
(přírůstek trhliny za určitý počet cyklů) na rozkmitu faktoru intenzity napětí v log-log 
souřadnicích dostaneme následující graf.
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Obr. 13. Závislost rychlosti šíření trhliny na rozkmitu faktoru intenzity napětí
Získanou závislost můžeme rozdělit na tři oblasti. V první oblasti se trhlina šíří 
velice pomalu. Závislost se blíží prahové hodnotě ∆Kth. Pokud při zatížení nedosáhne 
faktor intenzity napětí této prahové hodnoty, nebude se trhlina šířit.
V druhé oblasti platí mezi rychlostí šíření trhliny a faktorem intenzity napětí 
lineární závislost. Tuto závislost popsali Paris a Erdogan [17] a její vyjádření je 
následovné:
m
IKC
dN
da
)( (14)
kde C, m jsou materiálové konstanty konkrétního materiálu.
Pokud se při zatěžování dostaneme do třetí oblasti, je rychlost šíření trhliny 
vysoká a blížíme se hodnotě dynamické lomové houževnatosti Kfc. 
Odhad zbytkové životnosti tělesa s trhlinou můžeme pomocí vztahu (14) 
formulovat následovně [18]:
 

krita
a
mKC
da
N
0
)(
(15)
kde ao je počáteční délka trhliny, akrit je kritická délka trhliny v okamžiku lomu a N je 
počet cyklů do lomu.
26
2.5 Vliv volného povrchu tělesa na chování trhliny
V blízkém okolí vrcholu trhliny, která se šíří v tělese s konečnými rozměry, se 
obecně vyskytují dva typy singularit. Singularita typu r-1/2 je v místech, kde převládají 
podmínky rovinné deformace. V blízkosti volného povrchu tělesa, tedy v místě, kde 
čelo trhliny protíná povrch tělesa, se vyskytuje tzv. rohová singularita. Ta má obecně 
charakter r-p a významně ovlivňuje charakter singulárního pole napětí na čele trhliny. 
Výše popsané je znázorněno na následujícím obrázku.
Obr. 14 Typy singularit v tělese s trhlinou [30]
Velká spousta problémů lomové mechaniky se často zjednodušuje na 
dvojdimenzionální řešení za předpokladu stavu rovinné napjatosti nebo rovinné 
deformace. V takovém případě je čelo trhliny reprezentováno pouze jedním bodem, 
přičemž v blízkém okolí vrcholu trhliny je všude charakter singularity napětí typu r-1/2. 
Z výše uvedeného je patrné, že při zjednodušení trojdimenzionálního problému na 
dvojdimenzionální, nejsme schopni postihnout vliv rohové singularity. Je-li oblast 
ovlivněná rohovou singularitou vzhledem k tloušťce tělesa zanedbatelná je možné 
takovéto zjednodušení provést. V opačném případě je potřeba provést analýzu ve 3D, 
protože zejména u tenkých těles může být vliv volného povrchu na chování trhliny 
významný.
Pro popis chování trhliny v tělese je tedy nutné znát singulární pole napětí. 
V blízkosti volného povrchu však není korektní použít koncepce faktoru intenzity 
napětí, protože exponent singularity napětí zde není typu r-1/2 jak koncepce uvažuje. Je 
proto nutné použít obecnější popis pole napětí.
Tímto problémem se zabýval např. Benthem [19], který odvodil analytické 
řešení pro polonekonečný prostor s trhlinou při I. módu namáhání. Ve své práci 
uvažoval, že čelo trhliny je kolmé na volný povrch tělesa. Pro Poissonovo číslo 0,3
vypočítal, že exponent singularity napětí v místě průsečíku čela trhliny s volným 
povrchem p = 0,452.
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2.6 Zakřivení čela trhliny
Experimentálně bylo pozorováno, že pokud se trhlina nachází v oblasti 
ovlivněné volným povrchem, dochází směrem k volnému povrchu k zakřivení této 
trhliny [21].
V roce 2005 publikoval Heyder [20] experimentální práci, ve které se zabýval 
zkoumáním tvaru čela šířící se únavové trhliny. Zkušební vzorky pro jeho experimenty 
byly zhotoveny z materiálu PMMA (Polymethylmethakrylát). Materiálové vlastnosti 
byly následovné: Youngův modul E = 3,6 GPa, Poissonovo číslo  = 0,365. 
Pomocí experimentů bylo zjištěno, že v oblasti ovlivněné volným povrchem 
dochází k zakřivení čela trhliny. Na následujícím obrázku je uveden jeden ze 
zkoumaných vzorků. Je zde vidět čelo trhliny a vyznačený úhel r, který svírá čelo 
trhliny s normálou k volnému povrchu.
Obr. 15 Ukázka experimentálně zjištěného tvaru čela trhliny s vyznačeným úhlem r
Z experimentů bylo také zjištěno, že úhel r není ovlivněn tvarem tělesa a 
pohybuje se v rozmezí od 11° do 17° u všech zkoumaných vzorků. Lze tedy usoudit, že 
čelo trhliny se zakřivuje tak, aby v každém místě tohoto čela byla stejná rychlost šíření 
trhliny.
Dále se problematikou zakřivení čela trhliny u volného povrchu zabývali Bažant 
s Estenssorem [21]. Ti studovali zakřivení trhliny v polo-nekonečném tělese. Vyšli 
z následujících úvah. Pokud má únavová trhlina rovné čelo, snaží se při dalším šíření 
změnit tvar čela do energeticky výhodného stavu. Při růstu trhliny tak dochází k tomu, 
že energie potřebná pro růst trhliny je ve všech bodech stejná. Tato energie je potom 
spotřebovávána k vytvoření nových lomových ploch [21]. 
Je-li energie potřebná ke vzniku nových ploch stejná podél celého čela trhliny, 
lze předpokládat, že také exponent singularity napětí je konstantní a nabývá hodnoty 
p = 1/2. Bažant s Estenssorem tedy hledali tvar trhliny pomocí variačního principu tak, 
aby exponent singularity napětí byl podél čela trhliny konstantní a roven p = 1/2. Ve své 
práci publikovali závěr, že pro materiál s Poissonovým číslem  = 0,3 je úhel svírající 
čelo v blízkosti volného povrchu s normálou k volnému povrchu přibližně 11°.  
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Velikostí úhlu r, který svírá čelo trhliny s normálou k volnému povrchu, se také 
zabýval Pook [22]. Ten pomocí experimentálního pozorování přišel na vztah, který 
vyjadřuje velikost úhlu r, v závislosti na Poissonově čísle následovně:

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 




2
90 arctgr (16)
2.7 Zavírání únavové trhliny
Na šířící se únavovou trhlinu působí mnoho jevů, které ovlivňují chování trhliny. 
Jedním z těchto jevů je tzv zavírání trhliny [23]. Zavíráním trhliny se jako jeden 
z prvních zabýval Elber [24]. Ten dokázal, že trhlina zůstává zavřena nejen po dobu 
tlakové fáze zátěžného cyklu, ale částečně i v jeho tahové fázi. Trhlina se tedy projevuje 
jako ostrý koncentrátor napětí jen v té části cyklu, kdy je otevřena, a jejímu šíření 
přispívá pouze příslušná efektivní hodnota rozkmitu faktoru intenzity napětí ∆Keff, která 
může být podstatně menší než aplikovaná hodnota ∆K. Pokud je tedy těleso s trhlinou 
cyklicky zatěžováno hodnotami Kmax, Kmin zůstane trhlina zavřená, pokud K nepřekročí 
hodnotu Kop, při kterém se trhlina otevírá. Dle Elbera lze tedy psát vztah pro ∆Keff  
následovně [24]: 
opeff KKK  max (17)
kde ∆Keff je efektivní hodnota faktoru intenzity napětí, Kmax je maximální 
hodnota faktoru intenzity napětí a Kop je otevírací hodnota faktoru intenzity napětí. Výše 
popsané je znázorněno na následujícím obrázku [10]:
Obr. 16 Ilustrace zavírání trhliny
Zavírání únavové trhliny je nejčastěji způsobeno následujícími mechanismy.
[10], [24] , [25]
a) zavírání trhliny způsobené plastickou deformací
Postupuje-li únavová trhlina materiálem, zanechává za sebou místa s plastickou 
deformací. Tím vznikají za čelem trhliny zbytková napětí vyvolané elastickým polem 
napětí obklopujícím plastickou zónu. Tyto napětí pak vedou k zavírání trhliny. 
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b) zavírání způsobené drsností povrchu
Únavová trhlina se většinou šíří kolmo na maximální tahové napětí (mód I). Na 
úrovni mikrostruktury však může dojít k odklonu trhliny od roviny kolmé na hlavní 
napětí. Při následném šíření tak dojde k posunu líců trhliny v módu II. Při tomto posunu 
se vlivem drsnosti lomových ploch líce trhliny do sebe zapřou a způsobí kontakt líců 
trhliny, dříve než externí zatížení přejde do tlakové fáze.
c) zavírání způsobené oxidycky
Zavírání únavové trhliny je obvykle spojováno s agresivním prostředím. 
Například šíření trhliny při vysoké teplotě je jedním z typických příkladů vlivu oxidů na 
šíření trhliny. Dochází k zaklínění částic oxidů, případně jejich úlomků mezi líce trhliny 
a tím ke zvýšení Kop.
d) zavírání způsobené fázovou transformací 
Při zavírání únavové trhliny napěťovou transformací dochází ke vzniku 
napěťově indukované martenzitické oblasti, ve které jsou přítomna reziduální napětí. 
Tyto reziduální napětí způsobují zavírání únavové trhliny.
Přehled mechanismů zavírání únavové trhliny je přehledně uveden na 
následujícím obrázku. [10]
Obr. 17 Základní mechanismy vzniku zavírání trhliny: a) plastickou deformací, b) 
drsností povrchu, c) oxidycky, d) fázovou transformací
Odhadem tvaru čela trhliny se zohledněním mechanismu zavírání trhliny se 
věnoval např. Kotousov [26]. Ten hledal skutečný tvar trhliny pomocí konstantní 
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hodnoty efektivního faktoru intenzity napětí. Vyšel ze vztahu poměru efektivního 
faktoru intenzity napětí definovaného Elberem:
minmax
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 (18)
kde U je poměr efektivního faktoru intenzity napětí, ∆Keff je efektivní hodnota faktoru 
intenzity napětí, Kmax je maximální hodnota faktoru intenzity napětí, Kmin je minimální 
hodnota faktoru intenzity napětí, ∆K je rozkmit faktoru intenzity napětí a Kop je 
otevírací hodnota faktoru intenzity napětí. Kotousov definoval poměr efektivního 
faktoru intenzity napětí následovně:
2)()()(),( RCRBARU   (19)
kde U je poměr efektivního faktoru intenzity napětí, R je parametr asymetrie zátěžného 
cyklu,  je bezrozměrný parametr definovaný dle rovnice (31) a funkce A(), B(), 
C() jsou definovány následovně:
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kde f je tzv. flow stress (průměr z hodnot meze kluzu a meze pevnosti) a h je tloušťka 
vzorku.
Čelo trhliny Kotousov popsal pomocí křivky definované následovně:
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kde x je souřadnice na čele trhliny určující zakřivení trhliny, z je vzdálenost od středu 
tělesa,  je koeficient volený při iteraci a  je parametr určený vztahem  ≈ 0,2h, kde h
je tloušťka vzorku.
Samotný proces učení tvaru čela trhliny probíhal následovně. Zvolil se 
koeficient  a spočítalo se rozložení napětí v okolí čela trhliny. Z tohoto pole se určila 
hodnota efektivního faktoru intenzity napětí ve středu tělesa a ve vzdálenosti 10% 
tloušťky od volného povrchu. Ve středu tělesa byla hodnota parametru  volena dle 
rovnice (23), v blízkosti volného povrchu byla hodnota  volena 0. Obě určené hodnoty 
efektivního faktoru intenzity napětí se porovnaly a zvolila se hodnota koeficientu , aby 
se případný rozdíl mezi těmito hodnotami minimalizoval. Tento výpočet probíhal 
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iteračně tak dlouho, dokud nebyl rozdíl mezi určenými hodnotami efektivního faktoru 
intenzity napětí dostatečně malý. Tímto postupem byl určen tvar čela trhliny s uvážením 
plastického zavírání trhliny.
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3. Formulace problému a cíle práce
Šíření únavové trhliny v obecném trojdimenzionálním tělese se v minulosti 
velmi často zjednodušovalo a řešilo se jako rovinný problém. Původní obecný 
trojrozměrný stav napjatosti v takovémto tělese se nahradil stavem rovinné napjatosti 
nebo rovinné deformace. Stav rovinné deformace však ve skutečnosti nastává pouze 
uprostřed těles s dostatečnou tloušťkou. Podobně stav rovinné napjatosti nastává jen u 
velmi tenkých těles. Je proto otázkou kdy je korektní takovéto zjednodušení provést.
V současnosti se čím dál více začínají problémy lomové mechaniky řešit ve 3D. 
To je z velké části způsobeno rozvojem výpočetní techniky a numerických metod. Díky 
tomu je možné zpřesňovat numerické modely a tedy modelovat trojrozměrné pole 
napětí. Jak již bylo zmíněno v literární rešerši, singulární pole napětí v blízkosti vrcholu 
trhliny nemá po celé délce čela trhliny stejný charakter. Dochází například k ovlivnění 
pole napětí rohovou singularitou. To má za následek, že čelo šířící se únavové trhliny 
není rovné, ale u volného povrchu zakřivené, což potvrzují i experimentální výsledky. 
Z výše uvedeného je jasné, že problematika šíření únavové trhliny ovlivněné 
rohovou singularitou je poměrně komplikovaná a k jejímu řešení existuje několik 
různých způsobů. Tato práce porovnává některé publikované metody jak s teoretickými 
předpověďmi, tak s experimentálními daty. Cíle práce lze tedy definovat následovně:
 Vytvořit vhodný trojdimenzionální výpočtový model tělesa s trhlinou
 Studovat do jaké vzdálenosti od volného povrchu je těleso ovlivněno rohovou 
singularitou
 Vybrat parametry charakterizující napjatost na čele trhliny a popsat vývoj čela 
trhliny během únavového zatížení.
 Porovnat dosažené výsledky s výsledky publikovanými v literatuře
 Doporučit vybrané metody a diskutovat jejich výhody a nevýhody.
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4. Vlastní řešení diplomové práce
Výsledky získané pomocí numerického modelování ve výpočetním programu 
ANSYS budou porovnány s experimentálními daty. Aby byla zajištěna porovnatelnost 
těchto výsledků, musí numerický model tvarem a zatížením odpovídat tělesu, které bylo 
použito pro experiment. V této práci budou výsledky porovnány s daty, která 
experimentálně získal Seitl [27]. Ten pro svůj experiment použil tělesa pro tříbodový 
ohyb, které se dle normy označují 3PB z hliníkové slitiny AL2024. Ukázka zkušebního
tělesa je na následujícím obrázku.
  
Obr. 18. Ukázka zkušebního tělesa pro tříbodový ohyb [28]
Rozměry v obrázku 18 jsou následovné: délka trhliny a = 30mm, šířka tělesa
w = 50mm, vzdálenost podpor při testu S = 200mm. P vyjadřuje zátěžnou sílu při testu. 
Samotný test probíhal následovně. Zkušební těleso, které obsahuje vrub, je ustaveno do 
stroje a zatíženo cyklickým namáháním. Po určité době se z vrubu začne šířit trhlina. Až 
trhlina dosáhne délky přibližně 5 mm je těleso statickou sílou konstantní rychlostí 
dolomeno. Poté byly pomocí světelné mikroskopie zkoumány lomové plochy a z nich 
odměřeny tvary trhlin. Ukázka lomové plochy vzorku je na následujícím obrázku:
Obr. 19. Ukázka lomové plochy zkušebního vzorku [27]
Seitl provedl měření pro tělesa tloušťky 
navíc měnil počáteční délku trhliny. Získané tvary čel trhliny jsou uvedené na 
následujícím obrázku:
Obr. 20. Tvary čel trhlin získaných experimentálně 
4.1 Popis výpočtového modelu
Vyjdeme-li z předpokladu, že 
popíší rozložení napětí a deformací v
vyjmout podoblast, jejíž okraj opatříme vhodnými okrajovými podmínkami.
je většinou kruhového tvaru z
polárního souřadnicového systému.
(BLM) a znázorňuje ji následující obrázek:
Obr. 21. Příklad vyjmuté
Pomocí Williamsova rozvoje, vyjádřeného v
potom pro známou hodnotu konstant Williamsova rozvoje
napětí v určité vzdálenosti od čela trhliny následovně:
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5mm, 10mm a 20mm. U těchto tloušťek 
[27]
první čtyři členy Williamsova rozvoje 
okolí čela trhliny, můžeme ze zkoumaného tělesa 
důvodu snadné aplikace okrajových podmínek při použití 
Tento postup se jmenuje metoda hraniční vrstvy 
ho disku z reálného tělesa [10]
polárních souřadnicích, můžeme 
určit velikost posuvů nebo 
dostatečně 
Podoblast 
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kde An jsou konstanty odpovídající jednotlivým členům Williamsova rozvoje,  je 
modul pružnosti ve smyku, r je vzdálenost od čela trhliny a  je definovaná rovnicí (8).
4.1.1 Model geometrie a okrajové podmínky úlohy
Výpočtový model byl tedy vytvořen pomocí metody hraniční vrstvy. Geometrie 
tohoto modelu byla volena ve tvaru kruhového disku. Čelo trhliny bylo voleno jako 
rovné, kolmé na volný povrch. U modelu bylo využito přítomnosti dvou rovin symetrie 
a tak byla ve skutečnosti modelována jenom čtvrtina disku. Poloměr disku byl v celé 
práci volen dle předchozích zkušeností [13] 16 mm. Tloušťka disku byla volena dle 
potřeby (dle experimentálních výsledků). Počátek globálního souřadnicového systému 
byl vždy umístěn v čele trhliny uprostřed disku a kladná osa x mířila ve směru dalšího 
růstu trhliny. Ukázka geometrie modelu a zavedeného souřadného systému je na 
obr. 22.
Obr. 22. Ukázka geometrie modelu
Při definici okrajových podmínek bylo využito výsledků Bednáře [28]. Ten ve 
své práci stanovil první čtyři koeficienty Williamsova rozvoje pro základní typy lomově 
mechanických zkušebních těles. Koeficienty jsou spočítány pro určité poměry délky 
trhliny a šířky tělesa a/w a jsou vyjádřeny následujícími vztahy:
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kde Ai vyjadřuje konstanty jednotlivých členů Williamsova rozvoje, Bi vyjadřuje 
koeficienty stanovené Bednářem, KI je faktor intenzity napětí pro I. mód namáhání,  je 
napětí a a je délka trhliny.
Při použití rozvoje (25) a výsledků Bednáře [28] je tedy možné stanovit posuv 
na okraji disku, který odpovídá daným členům Williamsova rozvoje. Tím lze v disku 
vyvolat rozložení pole napětí a deformace, např. odpovídající konkrétní hodnotě faktoru 
intenzity napětí. Vyjádření posuvových okrajových podmínek je uvedeno v tabulce 2.
Tabulka 2. Vyjádření posuvů na okraji disku, které odpovídají prvním čtyřem členům 
Williamsova rozvoje.
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kde Bi jsou koeficienty spočítané Bednářem,  je napětí, a je délka trhliny,  je modul 
pružnosti ve smyku, r je vzdálenost od čela trhliny,  je úhel v polárním souřadnicovém 
systému a  je definovaná rovnicí (8). 
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V celé práci jsou okrajové podmínky voleny jako předpis posuvů na okraji disku 
dle tabulky 2. Hodnoty koeficientů Bi byly voleny z [28] dle poměru a/w (viz obr. 18). 
Jedinou neznámou v této tabulce potom zůstává napětí . To bylo vždy dopočítáno dle 
rovnice (26) tak, aby hodnota faktoru intenzity napětí pro I. mód namáhání byla rovna
KI = 10MPa.m
1/2. Následující tabulka ukazuje hodnoty koeficientů Bi pro poměr
a/w = 0,6 odpovídající tělesu 3PB o tloušťce 10mm měřenému Seitlem.
Tabulka 3. Hodnoty bezrozměrných koeficientů Bi použitých v této práci [28].
člen hodnota
B1 1,819
B2 0,26
B3 -2,18
B4 0,456
4.1.2 Numerický model
Všechny výpočty byly provedeny v konečno-prvkovém výpočetním systému 
ANSYS 13. Výpočtové modely i postprocessing byly kompletně vytvořeny 
v programovacím jazyku APDL (ANSYS Parametric Design Language). Ve všech 
případech byly použity kvadratické prvky SOLID186. Materiál byl použit stejně jako 
v experimentu, který provedl Seitl, tedy hliníková slitina AL2024. Model byl volen jako 
homogenní, lineární, elastický, isotropní s modulem pružnosti E = 73GPa a 
Poissonovým číslem  = 0,33. 
Velice důležitý pro určení lomových parametrů je interval, z něhož se na tělese 
získávají hodnoty napětí nebo posuvů. Tento interval byl volen co nejblíže čelu trhliny. 
Z lomových parametrů byl v této práci nejvíce určován faktor intenzity napětí. Dále byl 
stanoven exponent singularity napětí. Jelikož oba parametry byly určovány přímou 
metodou, je potřeba zajistit velice jemnou MKP síť. Z tohoto důvodu byly na disku 
vytvořeny podoblasti s jemnější sítí. Schéma modelu disku s podoblastmi je naznačeno
na následujícím obrázku:
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Obr. 23. Schéma podoblastí na modelu disku
kde pi vyjadřuje počet prvků na poloměrech jednotlivých podoblastí, ri vyjadřuje 
poloměry podoblastí, po vyjadřuje počet prvků po obvodu disku, t vyjadřuje tloušťku 
disku a pt vyjadřuje počet prvků po tloušťce disku. Velikost prvků se ve všech 
případech zmenšovala směrem k čelu trhliny a směrem k volnému povrchu jak 
naznačuje i barva v obr. 23. Lomové parametry byly určovány z hodnot získaných 
z nejmenší podoblasti. Poloměr této podoblasti byl ve všech případech r1 = 2mm. 
Poloměr větší podoblasti byl ve všech případech r2 = 10mm. Poloměr celého disku, jak 
již bylo uvedeno dříve, byl volen r3 = 16mm. Tloušťka disku byla volena v závislosti na 
daném problému buďto 2mm, 5mm, 10mm nebo 20mm. Jelikož je přímá metoda určení 
lomových parametrů závislá na kvalitě sítě bude se další kapitola věnovat citlivostní 
analýze MKP sítě.
4.1.3 Citlivostní analýza
Citlivostní analýza byla provedena následujícím způsobem. Na disku o tloušťce 
10 mm byl určován průběh faktoru intenzity napětí po tloušťce disku. Při výpočtech 
byla v podoblastech postupně zjemňována síť. Výpočet se opakoval tak dlouho, dokud 
se průběh faktoru intenzity napětí mezi dvěma posledními výpočty významně nelišil.
Celkově stačilo provést čtyři výpočty. Ve všech výpočtech byl parametr  volen pro 
stav rovinné napjatosti. Pro okrajové podmínky byly voleny příspěvky posuvů od 
prvních čtyř členů Williamsova rozvoje. Počty prvků v jednotlivých výpočtech jsou 
uvedeny v tabulce 4. Počet prvků po tloušťce disku byl ve všech případech stejný 
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pt = 40 prvků. Přičemž prvky se zjemňovaly směrem k volnému povrchu a nejmenší 
prvek byl desetkrát menší než největší prvek.
Tabulka 4. Počet prvků v jednotlivých podoblastech během citlivostní analýzy.
1. iterace 2. iterace 3. iterace 4. iterace
p1 5 10 20 30
c1 10 10 10 10
p2 20 15 10 10
c2 2 2 2 2
p3 10 8 6 6
c3 1,5 1,5 1,2 1,2
kde pi vyjadřuje počet prvků v dané podoblasti a ci vyjadřuje kolikrát je nejmenší prvek 
v dané podoblasti menší než největší prvek v dané podoblasti. Průběhy faktoru intenzity 
napětí získané v jednotlivých iteracích jsou vyneseny do následujícího grafu:
Obr. 24. Průběh faktoru intenzity napětí po čele trhliny v jednotlivých výpočtech 
citlivostní analýzy pro těleso tlusté 10mm
Z grafu je patrné, že už deset prvků v nejmenší podoblasti stačí k dosažení dobré 
přesnosti výsledků. Pro všechny další výpočty byly ovšem voleny počty prvků v daných 
podoblastech jako v iteraci 3. Ukázka této sítě je uvedena na následujícím obrázku
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Obr. 25. Ukázka konečněprvkové sítě 3. iterace citlivostní analýzy
4.1.4 Studie vlivu okrajových podmínek na hodnotu lomových parametrů
V této kapitole bude studován vliv volby okrajových podmínek na hodnotu 
lomových parametrů. Za tímto účelem byla provedena série výpočtů, při které se měnil 
předpoklad stavu napjatosti a počet členů Williamsova rozvoje podílejících se na 
posuvech okraje disku. Všechny případy byly porovnány s výpočtem provedeným na 
celém tělese pro tříbodový ohyb. Opět bylo využito přítomnosti dvou rovin symetrie. 
Díky tomu byla modelována pouze jedna čtvrtina tělesa. Kolem čela rovné trhliny byla 
vytvořena podoblast naprosto identická s parametry 3. iterace citlivostní analýzy. 
Zbytek tělesa byl tvořen volnou sítí. Ukázka konečněprvkové sítě tohoto modelu je na 
následujícím obrázku:
Obr. 26. Ukázka konečněprvkové sítě tělesa pro tříbodový ohyb
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V následujícím grafu jsou uvedeny výsledky studie vlivu okrajových podmínek 
na hodnotu lomových parametrů, konkrétně na hodnotu faktoru intenzity napětí. Do 
posuvů okraje disku byl zahrnut buďto jeden nebo čtyři členy Williamsova rozvoje. Oba 
stavy byly spočítány pro předpoklad rovinné napjatosti a rovinné deformace. Výsledky 
jsou vyneseny v následujícím grafu: 
Obr. 27. Vliv okrajových podmínek na průběh faktoru intenzity napětí po tloušťce 
vzorku tlustého 10mm
Z grafu je patrné, že průběh faktoru intenzity napětí spočítaný na disku za 
předpokladu rovinné napjatosti lépe odpovídá výpočtu pro celé těleso. Dále je možné 
vyvodit závěr, že i pro posuvy okraje disku vyvolané pouze jedním členem Williamsova 
rozvoje je možné dosáhnout poměrně dobré korelaci s celým tělesem. Na základě této 
studie a předchozích zkušeností byly všechny následující výpočty provedeny na disku 
za předpokladu rovinné napjatosti s posuvy na okraji disku způsobenými čtyřmi členy 
Williamsova rozvoje.  
4.1.5 Studie vlivu rohové singularity 
V předchozích dvou kapitolách byl určován průběh faktoru intenzity napětí po 
čele trhliny. Lze si všimnout, že hodnoty faktoru intenzity napětí směrem k volnému 
povrchu klesají. Jak již bylo v první části práce popsáno, na čele trhliny se vyskytují dva 
typy singularit. První je typu r-1/2 a druhá je obecná typu r-p. Pro určení faktoru intenzity 
napětí byla použita koncepce, která předpokládá, že na celém čele trhliny je singularita
typu r-1/2. Dá se říci, že ve středu disku je singularita typu r-1/2, nicméně směrem 
k volnému povrchu se tato singularita vlivem rohové singularity mění na singularitu 
obecnou, typu r-p. V blízkosti volného povrchu je tedy nutné použít koncepce 
zobecněného faktoru intenzity napětí, jinak dochází k nekorektnímu určení. 
Další studie byla zaměřená na zjištění do jaké vzdálenosti od volného povrchu, 
je ještě vliv rohové singularity podstatný. Za tímto účelem byla provedena série výpočtů 
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na tělesech s rozdílnou tloušťkou. A to 2 mm, 5mm, 10 mm, 20mm. MKP model byl 
vytvořen ve tvaru disku za předpokladu rovinné napjatosti a se čtyřmi členy 
Williamsova rozvoje způsobujícími posuvy okraje disku. Konečněprvková síť byla 
vytvořena podobně jako v předchozích případech s rozdílem počtu prvků po tloušťce 
vzorku. U tělesa 2mm tlustého bylo po tloušťce 8 prvků. U tělesa 5mm tlustého bylo po 
tloušťce 20 prvků. U tělesa 10mm tlustého jako v předchozích případech 40 prvků a u 
tělesa 20mm tlustého 80 prvků po tloušťce vzorku. Výsledky studie jsou uvedeny 
v následujícím grafu. Průběhy faktoru intenzity napětí po čele trhliny jsou v něm 
vynášeny směrem od volného povrchu ke středu disku.
Obr. 28. Vliv rohové singularity na tělesa rozdílných tloušťek
Z grafu je patrné, že vzdálenost, do které je vliv rohové singularity podstatný je 
okolo 2mm. Lze také říci, že u tělesa tlustého 20mm ovlivňuje rohová singularita jen asi 
10% tloušťky z obou stran tělesa. Uprostřed tělesa je potom singularita typu r-1/2. U 
tenkého tělesa je však ovlivněna tloušťka celá. Singularita po celé tloušťce tak má 
obecný charakter.
4.1.6 Závislost exponentu singularity napětí na Poissonově čísle
V následující kapitole je studován vliv Poissonova čísla na hodnotu exponentu 
singularity napětí. Série výpočtů byla provedena na disku s rovnou trhlinou tloušťky 
10mm a kvalitě sítě jako v předchozích případech. Během výpočtů bylo měněno 
Poissonovo číslo v rozsahu od 0 do 0,499. Výsledky těchto výpočtů jsou uvedeny 
v následujícím grafu. 
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Obr. 29. Vliv Poissonova čísla na hodnotu exponentu singularity napětí pro těleso 
tlusté 10mm
Z grafu je patrné, že pro rovnou trhlinu a Poissonovo číslo  = 0 je hodnota 
exponentu singularity napětí konstantní. S rostoucím Poissonovým číslem dochází 
k poklesu exponentu singularity napětí. To je opět způsobeno vlivem volného povrchu. 
Singularita má v blízkosti volného povrchu opět obecný charakter. Dále se dá říci, že 
s rostoucím Poissonovým číslem roste také vzdálenost od volného povrchu, do které je 
těleso volným povrchem ovlivněno.
4.2 Predikce tvaru obecně zakřiveného čela trhliny
Následující kapitola se věnuje predikci tvaru obecně zakřiveného čela trhliny. Za 
tímto účelem byl vytvořen iterační postup, který je schopen tvar trhliny určit. Pro 
materiálový model, byly voleny stejné parametry jako v předchozích kapitolách. Tedy 
materiál homogenní, lineární, elastický, isotropní s modulem pružnosti E = 73GPa a 
Poissonovým číslem  = 0,33. Geometrický a numerický model byly také velice 
podobné. Tvar modelu byl opět volen jako kruhový disk tloušťky 10mm vyjmutý ze 
skutečného zkušebního tělesa pro tříbodový ohyb. Okraje tohoto disku byly pomocí 
metody hraniční vrstvy opatřeny okrajovými podmínkami dle tabulky 2. Disk byl 
rozdělen na podoblasti korespondující s obrázkem 23. Aby bylo během iteračního 
postupu možné měnit tvar čela trhliny, bylo čelo trhliny popsané obecnou křivkou. 
Hustota MKP sítě byla volena stejně jako v předcházejícím případě. Počty prvků 
v jednotlivých podoblastech tedy odpovídaly 3. iteraci uvedené v tabulce 4. Čelo trhliny 
bylo reprezentováno 40 prvky. MKP síť se zjemňovala směrem k čelu trhliny a směrem 
k volnému povrchu. Ukázka geometrie popsaného modelu včetně zavedeného 
souřadného systému je uvedena na následujícím obrázku.
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Obr. 30. Ukázka modelu geometrie pro tělesa pro iterační proces
Čelo trhliny bylo popsáno třemi způsoby, které byly vzájemně porovnány. Na 
základě daného popisu se iterační proces lišil. V následující kapitole budou jednotlivé 
iterační procesy sloužící k odhadu skutečného čela trhliny podrobněji rozebrány.
4.2.1 Iterační proces odhadu čela trhliny popisující čelo trhliny křivkou 2. řádu
Jak již bylo zmíněno, při iteračním postupu určení skutečného tvaru čela trhliny 
bylo nutné docílit toho, aby se čelo mohlo během iteračního procesu měnit. Z tohoto 
důvodu bylo nutné čelo trhliny popsat tak, aby se tvar čela dal měnit nejlépe jedním 
parametrem. Jako první byla pro popis čela trhliny použita křivka druhého řádu, kterou 
použil ve své práci Kotousov  [26]. Tato křivka je vyjádřena následující rovnicí (24). 
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kde x a z jsou souřadnice na čele trhliny korespondující se souřadným systémem 
zavedeným v obrázku 30.  je parametr určený vztahem  ≈ 0,2h, kde h je tloušťka 
vzorku a  je parametr sloužící ke změně tvaru čela trhliny.
Iterační proces sloužící k odhadu tvaru čela skutečné trhliny byl založen na 
principu hledání takového tvaru čela trhliny, při němž je hodnota faktoru intenzity 
napětí nebo exponentu singularity napětí konstantní. Na začátku iteračního procesu byl 
volen parametr  = 0, tedy čelo trhliny bylo rovné. 
Iterační proces začal odhadem daného lomového parametru pro rovné čelo 
trhliny. Jak již bylo uvedeno dříve, průběh faktoru intenzity napětí i exponentu 
singularity napětí pro rovné čelo trhliny směrem k volnému povrchu klesá. Během 
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iteračního procesu se tedy čelo trhliny postupně zakřivovalo do té doby, než byl průběh 
daného lomového parametru podél čela trhliny konstantní. Zakřivení čela trhliny bylo 
řízeno parametrem . Ten byl volen podle následujícího pravidla. Určený průběh 
daného lomového parametru byl proložen přímkou. Následně byla určena směrnice této 
přímky. Jak již bylo zmíněno, je-li čelo trhliny rovné, hodnoty faktoru intenzity napětí, i 
exponentu singularity napětí směrem k volnému povrchu klesají. Při postupném 
zakřivování čela trhliny se průběhy obou lomových parametrů u volného povrchu 
postupně zvedají. Směrnice přímky, pro rovné čelo trhliny tedy byla záporná. Parametr 
 se proto vždy zvětšil o předem definovaný krok. Pokud se čelo při iteračním postupu 
zakřivilo moc, tzn. směrnice přímky, byla kladná, začal se hledat parametr  metodou 
půlení intervalů v intervalu posledního kroku. Iterační proces byl zastaven, pokud byl 
parametr  nalezen s přesností na 3 desetinná místa. Následující obrázek znázorňuje 
průběh hodnoty faktoru intenzity napětí pro rovné čelo, čelo určené iteračním postupem 
a silně zakřivené čelo trhliny.
Obr. 31. Průběh exponentu singularity napětí podél čela trhliny pro rovné čelo, čelo 
určené iteračním postupem a silně zakřivené čelo trhliny u tělesa tlustého 10mm
4.2.2 Iterační proces odhadu čela trhliny popisující čelo trhliny křivkou 3. řádu
Jako druhý způsob popisu čela trhliny byl zvolen popis pomocí křivky 3. řádu. 
Křivka byla definována následující rovnicí:
3zx  (30)
kde x a z jsou souřadnice bodu čela trhliny v souřadném systému definovaném v obr. 30
a je parametr, který danou křivku řídí.
Samotný iterační proces byl stejný jako v předchozím případě. Pomocí pevně 
zvoleného kroku byl nalezen interval, ve kterém leží hledaný parametr . Dále byl 
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parametr   hledán v určeném intervalu metodou půlení intervalů. Iterační proces byl 
zastaven, pokud byl parametr  nalezen s přesností na 3 desetinná místa.
4.2.3 Iterační proces odhadu čela trhliny popisující čelo trhliny pomocí bodů
Jako poslední typ řízení čela trhliny byl zvolen způsob, který použil ve své práci 
Ševčík [29]. Ten neřídil čelo pomocí matematicky zvolené křivky, ale tvar čela 
popisoval jednotlivými body na čele trhliny. Posun jednotlivých bodů a tím zakřivování 
čela trhliny bylo řízeno následujícím popisem:
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kde, x je souřadnice čela trhliny souřadného systému definovaného v obr. 30 lp je daný 
lomový parametr, i je číslo bodu čela trhliny, n je číslo iterace a k je bezrozměrný 
parametr, který řídí stabilitu iteračního procesu a obvykle nabývá hodnoty mezi 0,2 a 1.
Jednotlivé body čela trhliny tak byly postupně posunuty do tvaru skutečného čela 
trhliny, v závislosti na poměru lomového parametru určeného v daném bodě s lomovým 
parametrem určeným ve středu tělesa.
Iterační proces byl velmi jednoduchý a probíhal následovně. Opět se vyšlo 
z rovného čela trhliny. Pomocí rovnice (31) byl měněn tvar čela trhliny do té doby, než 
byla směrnice přímky, která prokládala hodnoty daného lomového parametru, rovna 
nule s přesností na 3 desetinná místa.
Pomocí iteračního odhadu čela trhliny popisujícího čelo trhliny křivkou 2. řádu a 
jednotlivými body, byla také určena závislost úhlu r svírající čelo trhliny s normálou 
k volnému povrchu na Poissonově čísle, která byla také v literatuře zkoumána. Byly 
nalezeny hodnoty úhlu r pro Poissonovo číslo  = 0; 0,1; 0,2; 0,3; 0,4. Prezentované 
výsledky jsou získané pomocí tvaru čela určeného dle konstantní hodnoty exponentu 
singularity napětí a jsou porovnány s  hodnotami, které dosáhl Pook [22] a Ševčík [29].
Dosažené tvary čel trhlin jak pro konstantní hodnoty faktoru intenzity napětí, tak 
pro konstantní hodnoty exponentu singularity napětí a závislost úhlu r svírající čelo 
trhliny s normálou k volnému povrchu na Poissonově čísle jsou uvedeny v následujících 
grafech.
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Obr. 33. Graf tvarů čel predikovaných pomocí konstantní hodnoty faktoru intenzity 
napětí pro těleso tlusté 10mm. Hodnoty parametrů pro tvar čela popsaný křivkou 
2. řádu:  = -0,033,  = 0,2; hodnota parametru  pro tvar čela popsaný křivkou 3. 
řádu:  = -0,0046
Obr. 34. Graf tvarů čel predikovaných pomocí konstantní hodnoty exponentu 
singularity napětí pro těleso tlusté 10mm. Hodnoty parametrů pro tvar čela popsaný 
křivkou 2. řádu:  = -0,027,  = 0,2; hodnota parametru  pro tvar čela popsaný 
křivkou 3. řádu:  = -0,0035
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Obr. 35. Závislost úhlu svírajícího čelo trhliny s normálou k volnému povrchu na 
Poissonově čísle pro těleso tlusté 10mm
Jak je patrné z obr. 33, tvary čel určené pomocí konstantní hodnoty faktoru 
intenzity napětí jednotlivými metodami jsou si velice podobné.  Obr. 34 ukazuje, že čela 
predikovaná podle konstantní hodnoty exponentu singularity napětí, jsou si také do jisté 
míry podobné. Je mezi nimi sice tvarový rozdíl, nicméně u volného povrchu dosahují 
čela takřka stejného poklesu. Z tohoto důvodu je doporučena metodika, která používá 
k popisu čela trhliny křivku 2. popřípadě 3. řádu, protože lépe vystihují zakřivení 
odpovídající experimentálně pozorovaným trhlinám.
Tvary čel predikované pomocí iteračního postupu se ale rozcházejí s daty 
experimentálně určenými (viz. obr. 33 a 34), protože navržený model, není schopen 
postihnout všechny jevy, které se při šíření únavové trhliny v blízkosti čela trhliny 
vyskytují. Jedná se například o zavírání únavové trhliny. Z tohoto důvodu byl navržen 
další iterační postup určení čela skutečné trhliny, který je schopný tento jev postihnout.
Z výsledků uvedených na obrázku 35 je zřejmé, že hodnoty úhlu r, získané 
pomocí iteračního postupu závisí na typu zvoleného popisu čela. Nicméně jsou v dobré 
shodě s daty z literatury, která vliv zavírání neuvažují.
4.2.5 Predikce tvaru čela pomocí metody zohledňující zavírání trhliny
Jako další byl v této práci odhadnut tvar čela trhliny metodou zohledňující 
zavírání únavové trhliny. Čelo bylo hledáno pomocí iteračního postupu navrženého 
Kotousovem [26]. Tvar čela trhliny byl řízen křivkou 2. řádu dle rovnice (24).
Iterační postup byl následovný. Při první iteraci byl tvar čela trhliny rovný. Tvar 
čela trhliny byl hledán pomocí hodnot efektivního faktoru intenzity napětí určených ve 
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středu tělesa a přibližně 10% od volného povrchu, aby hodnota ∆Keff  nebyla ovlivněna 
rohovou singularitou. Hodnota ∆Keff  byla hledána pomocí následujícího vztahu:
KUKeff  (32)
kde, ∆Keff  je efektivní hodnota faktoru intenzity napětí, U je parametr určený rovnicí 
(19) a ∆K rozkmit faktoru intenzity napětí určený rovnicí (33):
2)()()(),( RCRBARU   (19)
kde U je poměr efektivního faktoru intenzity napětí, R je parametr asymetrie zátěžného 
cyklu,  je bezrozměrný parametr definovaný dle rovnice (23) a funkce A(), B(), 
C() jsou definovány následovně:
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kde f je tzv. flow stress (průměr z hodnot meze kluzu a meze pevnosti), který byl volen 
400MPa a h je tloušťka vzorku.
)1(max RKK  (33)
kde ∆K je rozkmit faktoru intenzity napětí, Kmax je maximální hodnota faktoru intenzity 
napětí odpovídající hodnotě faktoru intenzity napětí určené v daném místě čela trhliny a 
R je parametr asymetrie cyklu volen 0.
Při určení hodnoty efektivního faktoru intenzity napětí ve středu tělesa byl 
bezrozměrný parametr  určen dle rovnice 23. V blízkosti volného povrchu, jak 
vysvětlil Kotousov [26], je dominantní platnost rovinné napjatosti. Z tohoto důvodu byl 
pro výpočet hodnoty efektivního faktoru intenzity napětí volen parametr  = ∞.
Po určení hodnot ∆Keff  ve středu tělesa a u volného povrchu, byly tyto dvě 
hodnoty proloženy přímkou. Volba parametru  probíhala stejně jako v kapitole 4.2.1. 
Iterační proces byl ukončen po dosažení parametru s přesností na 3 desetinná místa. 
Výsledek této metody je prezentován na následujícím obrázku.
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Obr. 36. Tvar čela predikovaný pomocí metody zohledňující zavírání trhliny u tělesa 
tlustého 10mm
Jak je patrné z obr. 36, čelo predikované metodou zohledňující zavírání trhliny 
dle Kotousova se výrazně neshoduje s experimentálními daty. Jelikož Kotousov dosáhl 
ve své práci [26] dobré korelace s experimentálními daty, lze soudit, že koeficienty 
definované rovnicemi (20) - (22) jsou silně závislé na geometrii tělesa. Z tohoto důvodu 
byla provedena kalibrace těchto koeficientů pro experimentální data použité pro 
srovnání v této práci [27]. Tomuto se věnuje následující kapitola. 
4.2.6 Kalibrace metody zohledňující zavírání trhliny 
Iterační proces byl opět založen na určení ∆Keff  ve středu tělesa a v blízkosti 
volného povrchu. Jelikož byl parametr asymetrie cyklu stejně jako v předchozím 
případě volen R = 0, lze rovnici (19) zjednodušit do následujícího tvaru:
)(),(  ARU  (34)
Po dosazení rovnice (20) do rovnice (34) lze dále psát:
 41.0266.0446.0),(  eRU (35)
Pro hodnotu ∆Keff  určovanou ve středu tělesa, tedy dle vztahu (32) můžeme psát:
KeKeff 
 41.0266.0446.0 (36)
Při určování ∆Keff  u volného povrchu, se nám volbou parametru  = ∞ vztah (36) 
zjednoduší na vztah:
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KKeff  446.0 (37)
Je tedy patrné, že jediný koeficient, kterým můžeme dosáhnout korelace 
s experimentálními daty je koeficient reprezentovaný hodnotou 0,266 v rovnici (36), 
protože všechny ostatní parametry jsou pro rovnice (36) a (37) stejné. Tento koeficient 
byl označen jako . Iterační proces odhadu tvaru čela trhliny byl založen na stejném 
principu jako v předcházející kapitole a byl opakovaně spouštěn, přičemž se měnila 
hodnota koeficientu . Výsledky jsou uvedeny v následujícím grafu.
Obr. 37. Tvary čel určené pro měnící se koeficient pro těleso tlusté 10mm
Z obr. 37 je patrné, že abychom byli schopní dobře popsat tvar čela trhliny, musí 
pro námi zvolený případ okrajových podmínek, koeficient  nabývat hodnoty 
z intervalu od 0,03 do 0,07.
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5. Závěr a zhodnocení výsledků
Diplomová práce se zabývá predikcí tvaru čela šířící se únavové trhliny. Ke 
splnění cílů práce byla využita metoda konečných prvků implementovaná ve 
výpočetním systému ANSYS 13. 
Na základě stanovených cílů diplomové práce, lze vyvodit tyto závěry: 
 vytvořit vhodný trojdimenzionální výpočtový model tělesa s trhlinou
Pro jednotlivé analýzy byly vytvořeny výpočtové modely ve tvaru kruhových 
disků, pomocí metody hraniční vrstvy. Tvar kruhového disku byl volen z důvodu 
snadné aplikace okrajových podmínek při použití polárního souřadného systému. 
Okrajové podmínky byly voleny jako předpis posuvů na okraji disku, které odpovídaly 
zatížení pomocí prvních čtyř členů Williamsova rozvoje. Tvar čela trhliny byl popsán 
obecně, aby bylo možné tvar čela trhliny měnit jedním parametrem. U modelů byla 
provedena citlivostní analýza, aby se zajistila dobrá přesnost výsledku. 
 studovat do jaké vzdálenosti od volného povrchu je těleso ovlivněno rohovou 
singularitou
Pro splnění tohoto dílčího cíle byla provedena série výpočtů pro tělesa s rovnou 
trhlinou rozdílných tlouštěk. Tloušťky těles byly 2mm, 5mm, 10mm a 20mm. 
Z provedených analýz lze vyvodit závěr, že těleso je ovlivněno přibližně do 2mm od 
volného povrchu pro Poissonovo číslo  = 0,33. Tenká tělesa jsou proto ovlivněna 
v celé své tloušťce, takže charakter singularity má po celém čele trhliny obecný 
charakter. Tlustá tělesa jsou ovlivněna jen u volného povrchu, takže uprostřed tělesa 
převládá charakter singularity typu r-1/2 zatímco u volného povrchu je charakter 
singularity opět obecný.
 vybrat parametry charakterizující napjatost na čele trhliny a popsat vývoj čela 
trhliny během únavového zatížení.
Jako parametry charakterizující napjatost na čele trhliny byly vybrány faktor 
intenzity napětí a exponent singularity napětí. Oba zvolené parametry mají následující 
průběh podél čela trhliny. Pokud je čelo trhliny rovné, oba lomové parametry směrem 
k volnému povrchu klesají. Jak se čelo trhliny začíná zakřivovat, začínají se průběhy 
těchto lomových parametrů blížit konstantnímu průběhu. Pokud je čelo trhliny 
zakřivováno dále, začínají hodnoty lomového parametru směrem k volnému povrchu 
stoupat. Na základě této znalosti byl vyvinuty iterační procesy, které jsou schopné tvar 
skutečného čela trhliny popsat na základě konstantní hodnoty lomového parametru po 
celém čele trhliny, nebo pomocí stejné hodnoty efektivního faktoru intenzity napětí 
určeného ve středu disku a v blízkosti volného povrchu. Jednotlivé iterační procesy se 
lišily popisem tvaru čela trhliny. Ty byly následující: popis čela trhliny pomocí křivky 
2. řádu, 3. řádu a tvar čela trhliny určený jednotlivými body. 
 porovnat dosažené výsledky s výsledky publikovanými v literatuře
Z výsledků provedených analýz lze vyvodit závěr, že tvary čel, získané pomocí 
iteračního procesu, založeném na hledání konstantní hodnoty lomového parametru se 
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směrem k volnému povrchu rozcházejí s daty získanými pomocí experimentu. To je 
patrně způsobeno tím, že navržený model není schopen popsat všechny jevy probíhající 
na čele trhliny při únavovém šíření, jako například zavírání trhliny. V porovnání 
s literárními daty, které zavírání trhliny neobsahují, jsou představené modely v dobré 
shodě.
Při užití modelu zohledňujícího zavírání trhliny dle Kotousovovy metodiky bylo 
dosažené zakřivení čela trhliny mnohem větší než u reálné trhliny. Protože však 
Kotousov docílil ve své práci dobré korelace s experimentem, byl vyvozen závěr, že 
jeho popis je závislý na geometrii tělesa. Proto byla provedena kalibrace, na jejímž 
konci byl získán numerický model, který je schopný popsat experimentální čelo trhliny 
s velkou přesností.
 doporučit vybrané metody a diskutovat jejich výhody a nevýhody.
Z výsledků provedených analýz je pro vyjádření úhlu r u volného povrchu 
doporučena metoda popisující čelo trhliny křivkou 2. a 3. řádu. Tyto metody dosahují 
totiž poměrně přesných výsledků a jsou málo náročné na výpočetní čas. 
Pro odhad tvaru čela skutečné trhliny je doporučena metoda zohledňující 
zavírání trhliny. Tato metoda totiž dosahuje velice přesných výsledků. Nevýhodou této 
metody je, že je nutné provést kalibraci koeficientů parametru efektivního faktoru 
intenzity napětí U pro danou geometrii tělesa. Přenositelnost této metodiky na jiné 
geometrie těles je třeba podrobit důkladnějšímu výzkumu.
Metody a postupy použité v této práci mají obecnou platnost a lze je využít i pro 
řešení celé řady jiných úloh. Výsledky a závěry autorovy práce by v budoucnu měly 
usnadnit spolehlivější odhad tvarů čel únavových trhlin u trojdimenzionálních těles. 
Závěrem lze konstatovat, že cíle diplomové práce, formulované v kapitole 3, byly 
splněny. 
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6. Seznam použitých symbolů a zkratek
symbol       popis symbolu
A konstanta členu nekonečné řady
a délka trhliny
 parametr řídící zakřivení čela trhliny
a0 počáteční délka trhliny
A1 konstanta úměrná faktoru intenzity napětí 
akrit kritická délka trhliny
p parametr závislý na stavu napjatosti
 parametr definující vzdálenost s rovným čelem trhliny
Bi koeficienty jednotlivých členu Williamsova rozvoje
C materiálová konstanta
ci
poměr velikosti největšího a nejmenšího prvku v 
podoblasti
da změna délky trhliny
eff efektivní hodnota faktoru intenzity napětí
KI rozkmit faktoru intenzity napětí
Kth prahová hodnota faktoru intenzity napětí
dN změna zátěžných cyklů
 rozkmit napětí
E modul pružnosti v tahu
E´ součinitel určující stav napjatosti
fij bezrozměrná tvarová funkce úhlu
fij
I, fij
II, fij
III bezrozměrná tvarová funkce úhlu pro daný mód 
namáhání
gij bezrozměrná tvarová funkce úhlu 
r
úhel svírající čel trhliny s normálou k volnému 
povrchu
 bezrozměrný parametr
H1 zobecněný faktor intenzity napětí
I, II, III označení jednotlivých módů namáhání
K faktor intenzity napětí
 bezrozměrný parametr
Kfc lomová houževnatost
KI faktor intenzity napětí pro I. mód namáhání
KI
* funkce faktoru intenzity napětí
KI, KII, KII faktor intenzity napětí pro daný mód namáhání
Kmax maximální hodnota faktoru intenzity napětí
Kmin minimální hodnota faktoru intenzity napětí
Kop otevírací hodnota faktoru intenzity napětí
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L délka prvku
m materiálová konstanta
 modul pružnosti ve smyku
N počet cyklů do lomu 
 Poissonovo číslo
P zatěžovací síla, amplitudový poměr
p exponent singularity napětí
 Ludolfovo číslo
pi počet prvků na poloměru podoblastí
pt počet prvků po tloušťce vzorku
 polární souřadnice
r polární souřadnice
R parametr asymetrie cyklu
ri poloměry podoblastí
rk poloměr plastické zóny
S vzdálenost podpor při testu
a amplituda napětí
f flow stress
ij tenzor napětí
ij
I, ij
II, ij
III tenzor napětí pro daný mód namáhání
K mez kluzu
m střední napětí
max maximální napětí
min minimální napětí
rrr napětí polárního souřadnicového systému
xx,yy,xy napětí kartézského souřadnicového systému
t tloušťka modelu
U poměr efektivního faktoru intenzity napětí
ui posuv v ose x
ux, uy, uz posuv v ose x, y, z
w šířka vzorku
x, y, z souřadnice x, y, z
 koeficient kalibrace
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zkratka popis zkratky
LEFM, LELM Linear elastic fracture mechanics, Lineární elastická lomová 
mechanika
EPLM Elasto plastická lomová mechanika
RN rovinná napjatost
RD rovinná deformace
MKP Metoda konečných prvků
PMMA Polymethylmethakrylát
BLM Metoda hraniční vrstvy
APDL ANSYS Parametric Design Language (programovací jazyk 
programu ANSYS)
3PB těleso pro tříbodový ohyb
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